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Analityczne metody kinematyki mechanizméw
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Wspélrzedne opisujace polozenia ogniw pary kinematycznej

Rysunek 1. Para obrotowa i para przesuwna.

Potozenie ogniwa obrotowego jest opisane katem, potozenie suwaka na jarzmie (lub w prowadnicy) w
parze przesuwnej jest opisane odlegtoscia odmierzana od charakterystycznego wezta.

W celu ujednolicenia zapisu wektoréw przyjmujemy, ze kat jest dodatni, jezeli jest odmierzany
przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara od dodatniego kierunku osi poziomej do ogniwa. Kat ujemny
odmierzany jest zgodnie z ruchem wskazéwek zegara, np. @ =-90° jest réwnowazny « =270°. Kat

jest wprowadzany w tym wezle ogniwa, ktory jest punktem poczatkowym wektora opisujacego to
ogniwo w rownaniu zamknigtej petli.
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Rysunek 2. Ilustracja kierunku odmierzania dodatniego i ujemnego kata
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Mechanizm korbowo-wodzikowy (crank-slider mechanism)

Rysunek 3. Mechanizm korbowo-wodzikowy.

Analiza geometryczna mechanizmu korbowo-wodzikowego.

Dane sa wymiary ogniw a, b, e, kat okreslajacy polozenie korby 6, oraz predko$¢ katowa @, oraz
przyspieszenie katowe &, korby. Dla wyznaczenia potozenia suwaka wprowadzono odlegtos¢ s(r), a dla
tacznika kat 6, .

_—

Réwnaniami wyjsciowymi sa réwnania wektorowe O_lA =0,B+ BA.
[acost9l ,asin 491]: [s(t),e]+ [bcos&z,bsin 492].
Ktére zapiszemy w postaci algebraicznej

acos@ —s=bcosb,, asinf, —e=>bsin6,.
.1
Do : . ; i o - N L. -
Odpowiedni zapis zespolony miatby posta¢ ae’® = be’” +ee’? + se’® i po rozdzieleniu czesci rzeczywistej
oraz urojonej prowadzitby do tego samego uktadu réwnan. Rozwiazaniami sg

S M *tIM?-4LN
" 2L ’
gdzie L=1;M =-2acos@;N = a’ —2aesin, + e’ — b’

oraz

acosb, —s,, . asinf, —e
cos, =———=,sinf, =———
1,2 b 1,2

Mozliwe sa dwie konfiguracje dla dowolnego potozenia korby.
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Rysunek 4. Dwa rozwiazania polozef ogniw biernych mechanizmu korbowo-wodzikowego.

Analiza kinematyczna
1

Predkosci: 4 e = i(bej‘g2 +ee’? +5el)
dt dt

Po obliczeniu pochodnej réwnania wektorowego lub réwnania zapisanego za pomoca liczb zespolonych
otrzymamy uktad dwéch réwnan algebraicznych z ktérego wyznaczymy



J. Buskiewicz Analityczne Metody Kinematyki w Teorii Mechanizméw 3

predkos¢ katowa tacznika w, = ﬁa)l cos, ,
b cosé,

. d. . :

predkos¢ suwaka d—s =—aw,sinf, +bw,sinb,.
t

. . d 2 . d2 . 'llr .

Przyspieszenia: Faeﬂl = F(beﬂz +ee'? +sel %)
t t

Po obliczeniu drugiej pochodnej réwnania wektorowego lub rdwnania zapisanego za pomoca liczb
zespolonych otrzymamy uktad dwoch réwnan algebraicznych z ktérego wyznaczymy
ag cosf, —aaw; sin6, +ba; sin 6,

przyspieszenie katowe lacznika £, = )
bcos@,

. . d’s . .
przyspieszenie suwaka o be, sin 6, + b, cos 6, — a&, sin 6, — aa; cosb,.

Czworobok przegubowy (four bar linkage)

Rysunek 5. Czworobok przegubowy.

Wewngtrzny podziat czworoboku przegubowy (four bar linkage):
- Iklasa — suma najmniejszego i najwigkszego wymiaru jest mniejsza lub réwna sumie pozostatych
wymiaréw
- IT'klasa — nie zachodzi warunek powyzszy

Mechanizm I klasy
- napedzajace ogniwo to ogniwo najkrétsze — mechanizm korbowo — wahaczowy,
- ogniwo nieruchome jest najkrétsze — mechanizm dwukorbowy,
- w przeciwnym wypadku mamy mechanizm dwuwahaczowy.

Mechanizm II klasy jest zawsze dwuwahaczowy

Np. a =48cm;b =58cm;c = 46¢cm;d = 24cm 24+58=82 < 48 +46 =94
Mechanizm I klasy, najkrétsze ogniwo nieruchome — mechanizm dwukorbowy

Analiza geometryczna mechanizmu czworoboku przegubowego.
Dane sa dlugosci ogniw a, b, ¢ d, kat okreslajacy polozenie korby 6, oraz predkos¢ katowa @, oraz
przyspieszenie katowe &, korby. Dla wyznaczenia potozenia facznika oraz wahacza wprowadzono katy 6, ,
o,.
Réwnaniami wyjsciowymi sa rdwnania wektorowe 0TA +AB= a@ +CB (odpowiednia posta¢ zespolona
ae’® +be’®” +ce’ "% + de’™ =0). Ktére w postaci algebraicznej przyjmuje postaé

[acosb,,asin b, |+ [pcosh,,bsin6, |=[d,0]+[ccosb,,csin b, |



To daje réwnania algebraiczne
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acos@, +bcosb, =ccosb, +d , asinb, +bsinf, =csinf,.

Po przeksztalceniach otrzymuje si¢ zaleznos$ci

K, cos8,— K,cos6, + K, =cos(6,—6,), K,cosf, + K, cosb, + K, =cos(6, - 6,)
2 2 2 2 2 2 2 2
. b+ + —a’-b*+c’ -
gdzie: K, = ’Kzzi’Ksza btc +d ,K4:£,K5: @b te-d
a c 2ac b 2ab
oraz katy
_ B+ 2 _ _F+ 2 _
0, =2arctg BivB —4AC , 8, =2arctg EXNE —4DF
12 2A 12 2D
W ktérych oznaczono
A=cosf +K,—K, —K,cos6, B=-2sinb,, C=K, +K,—-(1+K,)cos6,
D=cos +K;—K, +K,cos6, E=-2sinf,, F =K, +K;+(K, —1)cos6,
Mozliwe sa dwie konfiguracje dla dowolnego potozenia korby
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Rysunek 6. Dwa rozwiazania potozen ogniw biernych czworoboku przegubowego.
Powtarzajac czynnosci jak dla mechanizmu korbowo wodzikowego oblicza si¢
o d . : .
predkosci katowe z(ae’ %+ be’®” +ce’® +de’™)=0
t

_aw, sin(6,—6,)
) =

aa, sin(6, - 6,)
B , Wy =
b sin(6, - 6,)
2

oraz przyspieszenia katowe

c sin@,-86,)’
5 (ae’ +be’® +ce’” +de’™)=0
e = C'D'-A'F'
w ktérych oznaczono

C'E'-B'F'
2 = » €3 =
A'E'-B'D'

37 A'E'—B'D' ’
A'=csiné,, B'=bsin8,, C'=aég,sinb, +aw; cosf, +bay; cosb, — cw; cosb,,

D'=ccosé,, E'=bcos8,, F'=ag cosb, —aw sin6, —bw; sin, + caw; sin b, .
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Mechanizm jarzmowy

Rysunek 7. Analizowany mechanizm jarzmowy.

Analiza geometryczna mechanizmu jarzmowego.
Dane sa dlugosci ogniw «, ¢ d, kat (ABC = %, kat okreslajacy polozenie korby 6, oraz predkos¢ katowa @,

oraz przyspieszenie katowe &, korby. Dla wyznaczenia potozenia jarzma oraz wahacza wprowadzono katy
0, , 6,. Polozenie suwaka B na jarzmie okres$la wymiar b.

Wyjsciowym rownaniem wektorowym jest rGwnanie postaci

[acosB,,asin B, |=[d 0]+ [ccos,,csin 8, |+ [b(r)cosb,,b(1)sin 6, ] (ae’® = b(r)e’® + ce’” +de’®).

Migdzy szukanymi katami istnieje zalezno$¢ 6, = 6, +§ .

To daje dwa rOwnania algebraiczne
acosf =d +ccos, +b(t)cosl,, asinb, =csin, +b(t)sinb,,

asin6, — csin 6, —B"+\/B"—4A"C"

z ktérych wyznacza sie b = , 8. =2arct
ey € siné, 2 8 2A"

gdzie: A"=d—-c—acos6,, B"=2asinf,, C'"'=acosf, —d—c.

Postepujac analogicznie jak dwoéch pierwszych mechanizméw wyznacza si¢ predkosci i przyspieszenia
ogniw.

Prodkosci  Lae’® = L(p)e’® +ce® +de”).
dt dt

Predko$c¢ suwaka wzgledem jarzma % = aTwl(b cos(d, —6) +csin(6, - 6))) .

aa,

Predkos¢ katowa wahacza i jarzma @, = 5 sin(6, - 6,).
2 2

Przyspieszenia %ae”‘ = %(b(t)ej % +ce’” +de’ 0).
t t

d’b C'E'-B'F’

di* AE-BD’

AF -C'D

AE-BD’

A" =siné,, B  =bcosé, +csiné,, C" =ag, sinf, +aw cos, +bw; sin b, — cw; cos 6, —2bw, cos b,

Przyspieszenie suwaka wzgledem jarzma

Przyspieszenie katowe wahacza i jarzma &, =

D" =cos,, E' =—bsinb, +ccosb,, F =ag, cosb —aw; sinb, +bw; cosb, +cawy sin @, +2bw, sin b, .
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Obr6ét i przesunigcie mechanizmu

Jezeli mechanizm jest obrécony lub przesunigty wzglgdem polozenia pokazanego na schemacie, korzystamy
ze wzoréw wyprowadzonych powyzej. Wspéhrzedne punktéw mechanizmu wyznacza si¢ ze wzoréw
transformacyjnych. Oméwimy to na przykladzie czworoboku przegubowego, ktéry jest podparty w taki
sposéb, ze 0§ taczaca punkty podparcia A i D tworzy z poziomem kat y. Wtedy katy opisujace potozenia
ogniw sa odmierzane od tej osi do ogniwa i obliczane z wyprowadzonych wzoréw. Punkt acznika C o
wspoétrzednych (x,y)

X =acosé, + L, cos(8, +a),

y. =asin@, + L, sin(8, + ),

zostaje obrocony o kat ¥ wzgledem poczatku uktadu wspétrzednych. Wspétrzedne punktu przed obrotem i
po obrocie mozna wyrazi¢ za pomocg wspoirzednych biegunowych.
X, =rcosé@,

Yo =rsinf

x.'=rcos(f+y)=rcos@cosy—rsinfsiny=x,.cosy—y.siny,

Ye'=rsin(@+y)=rsinfcosy+rcosfsiny =y, cosy+x.siny.

Gdy wezet O ma wspdétrzedne (a,b), mechanizm nalezy przesuna¢ o wektor [a,b]. Punkt C bedzie miat
wspoélrzedne:
x'"=a+x.',

ye'=b+y. .

Rysunek 8. Krzywa tacznikowa po obrocie czworoboku o kat .



